2017年镇海中学数学竞赛模拟试卷（4）       姓名_______
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14．求满足下列条件的最小正整数
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数学竞赛模拟试卷（4）参考答案
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函数
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【解答】 ∵  将16分解成4个互不相同的正整数的和有9种不同的方式：
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=+++

，
[image: image268.wmf]161249

=+++

，
[image: image269.wmf]161258

=+++

，
[image: image270.wmf]161267

=+++

，
[image: image271.wmf]161348

=+++

，
[image: image272.wmf]161357

=+++

，
[image: image273.wmf]161456

=+++

，
[image: image274.wmf]162347

=+++

，
[image: image275.wmf]162356

=+++

。

∴  符合条件的不同分配方法有
[image: image276.wmf]4

4

9216

A

=

种。

9．
[image: image277.wmf]()

fx

是定义在
[image: image278.wmf]R

的函数，若
[image: image279.wmf](0)1008

f

=

，且对任意
[image: image280.wmf]xR

Î

，满足
[image: image281.wmf](4)()2(1)

fxfxx

+-£+

，
[image: image282.wmf](12)()6(5)

fxfxx

+-³+

，则
[image: image283.wmf](2016)

2016

f

=

               。【答案】   
[image: image284.wmf]504


【解答】 ∵  对任意
[image: image285.wmf]xR

Î

，
[image: image286.wmf](4)()2(1)

fxfxx

+-£+

，

∴  
[image: image287.wmf][

]

[

]

[

]

(12)()(12)(8)(8)(4)(4)()

fxfxfxfxfxfxfxfx

+-=+-+++-+++-



[image: image288.wmf][

]

[

]

2(8)12(4)12(1)6306(5)

xxxxx

£+++++++=+=+

[来源:Z+xx+k.Com]
又 
[image: image289.wmf](12)()6(5)

fxfxx

+-³+

，∴  
[image: image290.wmf](12)()6(5)

fxfxx

+-=+

。

∴  
[image: image291.wmf][

]

[

]

[

]

(2016)(2016)(2004)(2004)(1992)(12)(0)(0)

ffffffff

=-+-++-+

L



[image: image292.wmf](20095)168

62009619976510086100810081008

2

+´

=´+´++´+=´+=´

L

。

∴  
[image: image293.wmf](2016)1008

504

20162

f

==

。
10．当
[image: image294.wmf]x

，
[image: image295.wmf]y

，
[image: image296.wmf]z

为正数时，
[image: image297.wmf]222

4

xzyz

xyz

+

++

的最大值为                  。
[image: image298.wmf]17

2

     【解答】  ∵  
[image: image299.wmf]22

1616

2

1717

xzxz

+³

，当且仅当
[image: image300.wmf]4

17

xz

=

时等号成立，


[image: image301.wmf]22

11

2

1717

yzyz

+³

，当且仅当
[image: image302.wmf]1

17

yz

=

时等号成立。

∴  
[image: image303.wmf]2222222

1611612

()()22(4)

17161717

17

xyzxzyzxzyzxzyz

++=+++³+=+

。

∴  
[image: image304.wmf]222

417

2

xzyz

xyz

+

£

++

[image: image305.png]Sk B M (ZXXK.COM)




，当且仅当
[image: image306.wmf]4

17

xz

=

，
[image: image307.wmf]1

17

yz

=

，即
[image: image308.wmf]4117

xyz

=

：

：

：

：

时等号成立。

∴  
[image: image309.wmf]222

4

xzyz

xyz

+

++

的最大值为
[image: image310.wmf]17

2

。

注：本题利用待定系数法。将
[image: image311.wmf]2

z

拆成两项
[image: image312.wmf]2

z

l

和
[image: image313.wmf]2

(1)

z

l

-

。由
[image: image314.wmf]22

2

xzxz

ll

+³

，
[image: image315.wmf]22

(1)21

yzyz

ll

+-³-

，以及
[image: image316.wmf]24

1

21

l

l

=

-

，得
[image: image317.wmf]16

17

l

=

。由此得到本题的解法。

二、解答题（共5小题，每小题20分，满分100分。要求写出解题过程）
11．已知数列
[image: image318.wmf]{

}

n

a

的前
[image: image319.wmf]n

项和
[image: image320.wmf]22

nn

Sa

=-

（
[image: image321.wmf]*

nN

Î

）。

（1）求
[image: image322.wmf]{

}

n

a

的通项公式
[image: image323.wmf]n

a

；

（2[image: image324.png]Sk B M (ZXXK.COM)




）设
[image: image325.wmf]11

(1)

n

n

b

ann

=-

+

，
[image: image326.wmf]n

T

是数列
[image: image327.wmf]{

}

n

b

的前
[image: image328.wmf]n

项和，求正整数
[image: image329.wmf]k

，使得对任意
[image: image330.wmf]*

nN

Î

均有
[image: image331.wmf]kn

TT

³

；

（3）设
[image: image332.wmf]1

1

(1)(1)

n

n

nn

a

c

aa

+

+

=

++

，
[image: image333.wmf]n

R

是数列
[image: image334.wmf]{

}

n

c

的前
[image: image335.wmf]n

项和，若对任意
[image: image336.wmf]*

nN

Î

均有
[image: image337.wmf]n

R

l

<

成立，求
[image: image338.wmf]l

的最小值。

【解答】（1）由
[image: image339.wmf]22

nn

Sa

=-

，得
[image: image340.wmf]11

22

nn

Sa

++

=-

。两式相减，得
[image: image341.wmf]11

22

nnn

aaa

++

=-

。

∴  
[image: image342.wmf]1

2

nn

aa

+

=

，数列
[image: image343.wmf]{

}

n

a

为等比数列，公比
[image: image344.wmf]2

q

=

。

由又
[image: image345.wmf]11

22

Sa

=-

，得
[image: image346.wmf]11

22

aa

=-

，
[image: image347.wmf]1

2

a

=

。

∴  [image: image348.png]Sk B M (ZXXK.COM)





[image: image349.wmf]2

n

n

a

=

。[image: image350.png]Sk B M (ZXXK.COM)




（2）
[image: image351.wmf]111(1)

1

2(1)(1)2

n

nn

nn

b

nnnn

+

éù

=-=-

êú

++

ëû

。

由计算可知，
[image: image352.wmf]1

0

b

=

，
[image: image353.wmf]2

0

b

>

，
[image: image354.wmf]3

0

b

>

，
[image: image355.wmf]4

0

b

>

。

当
[image: image356.wmf]5

n

³

时，由
[image: image357.wmf]11

(1)(1)(2)(1)(2)

0

222

nnn

nnnnnn

++

++++-

-=>

，得当
[image: image358.wmf]5

n

³

时，数列
[image: image359.wmf](1)

2

n

nn

+

ìü

íý

îþ

为递减数列。于是，
[image: image360.wmf]5

n

³

时，
[image: image361.wmf]5

(1)5(51)

1

22

n

nn

+×+

£<

。∴  
[image: image362.wmf]5

n

³

时，
[image: image363.wmf]1(1)

10

(1)2

n

n

nn

b

nn

+

éù

=-<

êú

+

ëû

。

因此，
[image: image364.wmf]1234

TTTT

<<<

，
[image: image365.wmf]456

TTT

>>>

L

。

∴  对任意
[image: image366.wmf]*

nN

Î

均有
[image: image367.wmf]4

n

TT

³

。故
[image: image368.wmf]4

k

=

。     

（3）∵  
[image: image369.wmf]1

1

11

1

211

2()

(1)(1)(12)(12)2121

n

n

n

nnnn

nn

a

c

aa

+

+

++

+

===-

++++++

  ………  15分
∴  
[image: image370.wmf]111

1111111122

2()()()2()

35592121321321

n

nnnn

R

+++

éù

=-+-++-=-=-

êú

++++

ëû

L

。

∵  对任意
[image: image371.wmf]*

nN

Î

均有
[image: image372.wmf]n

R

l

<

成立，∴  
[image: image373.wmf]2

3

l

³

。
[image: image374.wmf]l

的最小值为
[image: image375.wmf]2

3

。                    

12．已知
[image: image376.wmf]2

()ln()

fxaxbx

=++

（
[image: image377.wmf]0

a

¹

）。

（1）若曲线
[image: image378.wmf]()

yfx

=

在点
[image: image379.wmf](1(1))

f

，

处的切线方程为
[image: image380.wmf]yx

=

，求
[image: image381.wmf]a

，
[image: image382.wmf]b

的值；

（2）若
[image: image383.wmf]2

()

fxxx

£+

恒成立，求
[image: image384.wmf]ab

的最大值。

【解答】（1）
[image: image385.wmf]()2

a

fxx

axb

¢

=+

+

。依题意，有
[image: image386.wmf](1)21

(1)ln()11

a

f

ab

fab

ì

¢

=+=

ï

+

í

ï

=++=

î

。解得，
[image: image387.wmf]1

a

=-

，
[image: image388.wmf]2

b

=

。

∴  
[image: image389.wmf]1

a

=-

，
[image: image390.wmf]2

b

=

。                  ……………………………………   5分
（2）设
[image: image391.wmf]2

()()()

gxfxxx

=-+

，则
[image: image392.wmf]()ln()

gxaxbx

=+-

，
[image: image393.wmf]()0

gx

£

。 

①  
[image: image394.wmf]0

a

<

时，
[image: image395.wmf]()

gx

定义域
[image: image396.wmf]()

b

a

-¥-

，

，

取
[image: image397.wmf]0

x

使得
[image: image398.wmf]0

ln()1

b

axb

a

+=-+

，得
[image: image399.wmf]1

0

b

a

ebb

x

aa

-+

-

=<-

。

则
[image: image400.wmf]0000

()ln()ln()()(1)10

bbb

gxaxbxaxb

aaa

=+->+--=-++=>

与
[image: image401.wmf]()0

gx

£

矛盾。

∴  
[image: image402.wmf]0

a

<

时，
[image: image403.wmf]()0

gx

£

不恒成立，即
[image: image404.wmf]0

a

<

不符合要求。    ………………   10分
②  
[image: image405.wmf]0

a

>

时，
[image: image406.wmf]()

()1

ab

ax

a

a

gx

axbaxb

-

--

¢

=-=

++

（
[image: image407.wmf]0

axb

+>

）。

当
[image: image408.wmf]bab

x

aa

-

-<<

时，
[image: image409.wmf]()0

gx

¢

>

；当
[image: image410.wmf]ab

x

a

-

>

时，
[image: image411.wmf]()0

gx

¢

<

。

∴  
[image: image412.wmf]()

gx

在区间
[image: image413.wmf]()

bab

aa

-

-

，

上为增函数，在区间
[image: image414.wmf]()

ab

a

-

+¥

，

上为减函数。

∴  
[image: image415.wmf]()

gx

在其定义域
[image: image416.wmf]()

b

a

-+¥

，

上有最大值，最大值为
[image: image417.wmf]()

ab

g

a

-

。

由
[image: image418.wmf]()0

gx

£

，得
[image: image419.wmf]()ln0

abab

ga

aa

--

=-£

。

∴  
[image: image420.wmf]ln

baaa

£-

。                     ……[image: image421.png]Sk B M (ZXXK.COM)




……………………………   15分
∴  
[image: image422.wmf]22

ln

abaaa

£-

。

设
[image: image423.wmf]22

()ln

haaaa

=-

，则
[image: image424.wmf]()2(2ln)(12ln)

haaaaaaa

¢

=-+=-

。

∴ [image: image425.png]Sk B M (ZXXK.COM)




 
[image: image426.wmf]0

ae

<<

时，
[image: image427.wmf]()0

ha

¢

>

；
[image: image428.wmf]ae

>

时，
[image: image429.wmf]()0

ha

¢

<

。

∴  
[image: image430.wmf]()

ha

在区间
[image: image431.wmf](0)

e

，

上为增函数，在区间
[image: image432.wmf]()

e

+¥

，

上为减函数。

∴  
[image: image433.wmf]()

ha

的最大值为
[image: image434.wmf]()

22

ee

hee

=-=

。

∴  当
[image: image435.wmf]ae

=

，
[image: image436.wmf]2

e

b

=

时，
[image: image437.wmf]ab

取最大值为
[image: image438.wmf]2

e

。

综合①，②得，
[image: image439.wmf]ab

的最大值为
[image: image440.wmf]2

e

。       …………………………………   20分
13．如图，
[image: image441.wmf]1

F

、
[image: image442.wmf]2

F

为双曲线
[image: image443.wmf]C

：
[image: image444.wmf]2

2

1

4

x

y

-=

的左、右焦点，动点
[image: image445.wmf]00

()

Pxy

，

（
[image: image446.wmf]0

1

y

³

）在双曲线
[image: image447.wmf]C

上的右支上。设
[image: image448.wmf]12

FPF

Ð

的角平分线交
[image: image449.wmf]x

轴于点
[image: image450.wmf](0)

Mm

，

，交
[image: image451.wmf]y

轴于点
[image: image452.wmf]N

。

（1）求
[image: image453.wmf]m

的取值范围；
（2）设过
[image: image454.wmf]1

F

，
[image: image455.wmf]N

的直线
[image: image456.wmf]l

交双曲线
[image: image457.wmf]C

于点
[image: image458.wmf]D

，
[image: image459.wmf]E

两点，求
[image: image460.wmf]2

FDE

△

面积的最大值。

【解答】（1）依题意，
[image: image461.wmf]1

(50)

F

-

，

，
[image: image462.wmf]2

(50)

F

，

。

直线
[image: image463.wmf]1

PF

方程为
[image: image464.wmf]0

0

0

(5)

5

y

yx

x

-

=+

+

；直线
[image: image465.wmf]2

PF

方程为
[image: image466.wmf]0

0

0

(5)

5

y

yx

x

-

=-

-

。即直线
[image: image467.wmf]1

PF

方程为
[image: image468.wmf]000

(5)50

yxxyy

-++=

；

直线
[image: image469.wmf]2

PF

方程为
[image: image470.wmf]000

(5)50

yxxyy

---=

。[来源:学,科,网]
由点
[image: image471.wmf](0)

Mm

，

在
[image: image472.wmf]12

FPF

Ð

的平分线[image: image473.png]Sk B M (ZXXK.COM)




上，得
[image: image474.wmf]0000

2222

0000

55

(5)(5)

ymyymy

yxyx

+-

=

+++-

。

由
[image: image475.wmf]55

m

-<<

，
[image: image476.wmf]0

1

y

³

，以及
[image: image477.wmf]22

00

1

1

4

yx

=-

，得
[image: image478.wmf]0

22

x

³

。
∴  
[image: image479.wmf]2222

00000

55

(5)254(2)

42

yxxxx

++=++=+

，
[image: image480.wmf]222

000

5

(5)(2)

2

yxx

+-=-

。

∴  
[image: image481.wmf]00

55

55

22

22

mm

xx

+-

=

+-

。
[image: image482.wmf]0

4

m

x

=

。    结合
[image: image483.wmf]0

22

x

³

，得
[image: image484.wmf]0

4

02

x

<£

。

∴  
[image: image485.wmf]m

的取值范围为
[image: image486.wmf](

02

ù

û

，

。   （2）由（1）知，直线
[image: image487.wmf]PM

方程为
[image: image488.wmf]0

0

0

0

0

4

()

4

y

yx

x

x

x

-

=-

-

。

令
[image: image489.wmf]0

x

=

，得
[image: image490.wmf]0

2

00

4

1

4

y

y

xy

=-=-

-

。故，点
[image: image491.wmf]N

坐标为
[image: image492.wmf]0

1

(0)

y

-

，

。
[image: image493.wmf]0

0

1

0()

1

505

l

y

k

y

--

==-

--

。

∴  直线
[image: image494.wmf]l

方程为
[image: image495.wmf]0

1

(5)

5

yx

y

=-+

。

由
[image: image496.wmf]0

2

2

1

(5)

5

1

4

yx

y

x

y

ì

=-+

ï

ï

í

ï

-=

ï

î

，消
[image: image497.wmf]x

得
[image: image498.wmf]22

00

(54)1010

yyyy

-++=

  …………… ①

① 的判别式
[image: image499.wmf]222

000

1004(54)80160

yyy

=--=+>

△

。

设
[image: image500.wmf]11

()

Dxy

，

，
[image: image501.wmf]22

()

Exy

，

，则
[image: image502.wmf]0

12

2

0

10

54

y

yy

y

+=-

-

，
[image: image503.wmf]12

2

0

1

54

yy

y

=

-

。   …………  15分
∴  
[image: image504.wmf]2

0

22

0

121212

22

2

00

0

451

10

1

()4()4

5454

54

y

y

yyyyyy

yy

y

+

-=+-=--´=

--

-

。

由
[image: image505.wmf]0

1

y

³

，得
[image: image506.wmf]0

12

2

0

10

0

54

y

yy

y

+=-<

-

，
[image: image507.wmf]12

2

0

1

0

54

yy

y

=>

-

。

∴  
[image: image508.wmf]1

0

y

<

，
[image: image509.wmf]2

0

y

<

，  
[image: image510.wmf]2

2

0

1212

2

0

451

11

25

2254

FDE

y

SFFyy

y

+

=´-=´´

-

△

。

设
[image: image511.wmf]2

0

54

yt

-=

，则
[image: image512.wmf]1

t

³

，


[image: image513.wmf]2

2

2

551111

4545455()

1020

FDE

t

S

tttt

+

=´=´+=´+-

△

。

∴  
[image: image514.wmf]1

t

=

，即点
[image: image515.wmf]P

为
[image: image516.wmf](221)

P

，

时，
[image: image517.wmf]2

FDE

△

面积取最大值
[image: image518.wmf]430

。[来源:Zxxk.Com]
∴  
[image: image519.wmf]2

FDE

△

面积的最大值为
[image: image520.wmf]430

。            …………………………  20分
14．求满足下列条件的最小正整数
[image: image521.wmf]n

：若将集合
[image: image522.wmf]{

}

123

An

=

L

，

，

，

，

任意划分为6[image: image523.png]Sk B M (ZXXK.COM)
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